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摘　　　要 : 根据人字齿轮均载传动的特点 ,提出了人字齿轮承载接触分析的方法.首先 ,通过有限元法计

算得到齿面柔度矩阵和轴变形产生的附加柔度矩阵 ,将两者叠加获得人字齿轮系统的齿面法向柔度矩阵.其

次 ,将有限元、柔度矩阵、数学规划和齿轮(一般为小轮)的轴向移动结合在一起 ,计算得到人字齿轮副的承载

啮合过程.最后 ,以一对试验人字齿轮为例 ,通过对齿面轻载印痕和承载传动误差的比较 ,结果验证了所提出

的人字齿轮承载接触分析方法的正确性.
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Abstract : According to t he meshing characteristics of load sharing of double helical

gears , t he met hod of loaded toot h contact analysis (L TCA) of double helical gears was pro2
posed. Firstly , toot h surface normal flexibility mat rix caused by unit normal force of toot h

surface point and t he additional mat rix caused by t he deformation of shaf t s were obtained

t hrough t he finite element calculation. The additional mat rix was added to t he toot h surface

flexibility mat rix and t he normal flexibility mat rix of gear system was generated t hen. Sec2
ondly , t he loaded toot h contact analysis was completed. In the analysis p rocess , t he finite el2
ement , t he p rogramming met hod and t he axial displacement of pinion were combined. Final2
ly , an experiment that compared the result of tooth surface light contact and loaded t rans2
mission error of measure wit h calculation was provided , which verified t he correct of method

proposed.
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　　人字齿轮由于其传动平稳、承载能力大和轴

承载荷小等优点[1 ] ,已在直升机传动系统中获得

了应用 (如 V222“鱼鹰”倾转旋翼机) .

当存在制造和安装误差时 ,人字齿轮两端斜

齿轮副传动存在齿的相位差 ,从而造成人字齿轮

两端传递的扭矩不相等.故人字齿轮传动中小轮

一般采用轴向浮动安装 ,通过轴向移动来平衡两

端齿面间隙 ,实现两端传递的扭矩相等 ,从而达到

均载的目的.

齿轮轮齿承载接触分析 (loaded toot h con2
tact analysis ,简称 L TCA)技术是一项重要的齿

轮设计技术 ,即在齿轮产品试制之前 ,对齿轮在载

荷作用下的啮合过程进行高精度的计算机仿真 ,

以获得设计齿轮在拟真实工况条件下的工作性

能.对于缩短试制周期 ,减少试制费用 ,设计高质

量的齿轮产品具有重要的意义.

国内外学者对斜齿、锥齿等齿轮的承载接触

分析做了大量的研究[225 ] ,但对于人字齿轮 ,相关

文献较少.本文针对人字齿轮均载传动的特点 ,在

考虑齿面间隙、轮齿变形和支撑变形等多种因素

影响的基础上 ,将三维有限元计算得到的齿轮系

统齿面法向柔度矩阵与数学规划方法相结合[6 ] ,

提出了人字齿轮承载接触分析的方法.最后 ,以某

人字齿轮为例 ,对理论与试验得到的齿面轻载印

痕和承载传动误差进行了对比.

1　人字齿轮齿面接触的数学规划
模型

1 . 1　位移协调方程

图 1为人字齿轮 L TCA 的计算模型 ,假设此

时左右两端各有两对齿 ( Ⅰ,Ⅱ,Ⅲ和Ⅳ)可能同时

接触.轮齿变形前 ,齿对的齿面初始间隙为

wk =δk + bk

其中

k = Ⅰ, Ⅱ, Ⅲ, Ⅳ; (1)

wk = [ w1 , w2 , ⋯, w n ]T ;

bk = [ b1 , b2 , ⋯, bn ]T ;

δk =δ[1 ,1 , ⋯,1 ]T .

式中 n为瞬时接触椭圆长轴上离散点的个数 ;

bj ( j = 1 ,2 ,⋯, n)为齿对 k的齿面法向间隙 ,具体

求解方法可以参照文献 [ 7 ] ;δ为齿对 k 的传动误

差 (由轮齿接触分析 ( TCA)确定) .

图 1　人字齿轮的 L TCA计算模型

Fig. 1　Loaded contact analysis model of

double helical gears

　　假定小轮固定 ,则大轮轮齿在载荷 P的作用

下沿法向运动 Z ,变形后位移协调方程为

Fk p k + wk = Z + dk (2)

其中

k = Ⅰ, Ⅱ, Ⅲ, Ⅳ;

pk = [ p1 , p2 , ⋯, pn ]T ;

dk = [ d1 , d2 , ⋯, dn ]T ;

Z = Z [1 ,1 , ⋯,1 ]T .

式中 p j ( j = 1 ,2 , ⋯, n) 是齿对 k的瞬时接触椭圆

长轴离散点 j处的法向载荷 ; d j ( j = 1 ,2 , ⋯, n) 是

齿对 k的瞬时接触椭圆长轴离散点 j 处变形后的

齿面间隙 ; Z为轮齿的法向位移 ; Fk是齿对 k的法

向柔度矩阵 ,详细计算见本文第 2节.

1 . 2　力平衡条件

离散载荷 p j ( j = 1 ,2 , ⋯, n)满足

∑
n

j = 1

p jⅠ + ∑
n

j = 1

p jⅡ + ∑
n

j = 1

p jⅢ + ∑
n

j = 1

p jⅣ = p

(3)

　　人字齿轮传动的特点是左右两端齿轮副传递

扭矩的自相平衡.由于左右两端齿轮的节圆半径

相等 ,因此可以将传递扭矩的平衡认为是两端斜

齿轮副产生的轴向力平衡 ,即

∑
n

j = 1
p jⅠcosγjⅠ + ∑

n

j = 1
p jⅡcosγjⅡ =

∑
n

j = 1
p jⅢcosγjⅢ + ∑

n

j = 1
p jⅣcosγjⅣ (4)

式中Ⅰ,Ⅱ,Ⅲ和Ⅳ分别为左右端某一啮合位置同

时啮合的齿对数 ; p jⅠ , p jⅡ , p jⅢ , p jⅣ ( j = 1 ,2 , ⋯,

n)为主方向各离散点的支反力 ;γjⅠ ,γjⅡ ,γjⅢ ,γjⅣ

( j = 1 ,2 ,⋯, n)为各离散点的支反力与轴线所夹

的锐角 (通过人字齿轮轮齿接触分析计算得出) .
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1 . 3　非嵌入条件

由接触问题的非嵌入条件 ,有下式成立

若 p jk > 0 ,则 d jk = 0 ;

若 p jk = 0 ,则 d jk > 0 .

1 . 4　人字齿轮加载接触分析

人字齿轮齿面的接触可以描述为

min ∑
4 n+2

j = 1
X j

- Fp + Z + d + X = w

eT p + X4 n+1 = P

eT ( p1 cosγ - p2 cosλ) + X4 n+2 = 0

s. t . 　　p j , d j , Z , X j ≥0

p j = 0或 d j = 0

(5)

其中 X j ( j = 1 , 2 , ⋯, 4 n + 2 ) 为人工变量 ,

X = [ X1 , X2 , ⋯, X4 n ]T ; P 为总法向载荷 ; p1 和

p2 分别为左右端离散点载荷 ; p中包含 p1 和 p2 ;

γ= [γ1 ,γ2 , ⋯,γ2 n ]T ,λ= [λ1 ,λ2 , ⋯,λ2 n ]T 分

别为左右端离散点载荷与轴向的夹角.

式 (5)是由已知参数 F , P , w ,γ,λ和未知参数

p , d , Z组成的一个非线性规划 ,用一种改进的正

规形法可以求解[8 ] .顺序进行一个啮合周期中各

接触位置的 L TCA计算 ,即可得到这一对齿轮副

的全部承载啮合过程.

当存在制造和安装误差时 ,左右两端斜齿轮

副传动时存在齿的相位差 ,因而通过一个齿轮 (一

般为小轮)的轴向移动 ,使其达到传递扭矩的自相

平衡.由此 ,以式 (4)作为满足条件.当轴向力不平

衡时 ,小轮沿轴向移动一个微小的距离 ,重新计算

人字齿轮轮齿接触分析与承载接触分析 ,直到两

端齿轮副产生的轴向力达到平衡.

2　齿轮系统的齿面法向柔度矩阵

齿轮支承系统在工作载荷下的变形将引起齿

面载荷的重新分布和传动误差的变化.因此 ,齿轮

系统的齿面法向柔度矩阵的元素包括在齿面结点

施加单位载荷时 ,同一接触线上结点的柔量和由

于支撑变形附加的柔量.采用有限元柔度系数法

来计算轮齿及其支承变形.

2 . 1　齿面柔度矩阵

齿面柔度矩阵的计算请参照文献 [9 ].这里 ,

仅给出最终的结果.

f =

f 1 ⋯ ⋯ 0

… f 2 ⋯ …

… … …

0 ⋯ ⋯ f N

(6)

式中 N 为一个周期内的啮合位置. f 为某啮合位

置人字齿轮副齿面法向柔度矩阵.

2 . 2　人字齿轮副与斜齿轮副齿面法向柔度矩阵

对比

　　关于斜齿轮副齿面法向柔度矩阵计算的研究

已经比较成熟[5 ] ,人字齿轮副可以看作是由左右

两端斜齿轮副组成.因此 ,探讨斜齿轮副与人字齿

轮副柔度矩阵之间的关系对于减少工作量具有重

要的意义.

分别建立人字齿轮和斜齿轮的有限元模型

(图 2) . 其中 ,斜齿轮的模型取自人字齿轮的一

半 ,两者加载和约束位置完全相同 ,用有限元法分

别对其进行静力学分析 ,得到加载点的位移并进

行对比.

图 2　加载节点位移图

Fig. 2　Displacement of loaded node
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　　在齿宽中点的齿顶圆节点上施加 10 000 N的

法向力 ,加载节点的位移分别为 0 . 439 015×10 - 2

mm和 0 . 439 225 ×10 - 2 mm ,两者相差很小.此

外 ,对加载节点的相邻节点的位移也进行了计算 ,

同样两者相差很小.因此 ,可以利用相同的约束和

载荷条件 ,通过分别计算左右端斜齿轮副的齿面

柔度矩阵然后组成人字齿轮副的齿面柔度矩阵.

2 . 3　附加柔度矩阵的计算

利用一维有限元方法计算得到轴的变形.

轴变形产生的附加柔量可表示为[10 ]

χpq = y pq1 + y pq2 +φpq1 rb1 +φpq2 rb2 (7)

式中 y pqi ( i = 1 ,2) ,φpqi ( i = 1 , 2)分别为在齿面结

点 p作用单位载荷时 ,同一接触线上结点 q由于

两轴线挠曲产生的位移和两轴线的扭转角 ;

rb1 , rb2分别为主、被动轮的基圆半径.

可由二元插值计算得到瞬时接触线长轴离散

点的附加柔度矩阵.

2 . 4　齿轮系统的齿面法向柔度矩阵

将附加柔度矩阵叠加到齿面柔度矩阵中可最

终得到齿轮系统的齿面法向柔度矩阵 ,其元素可

以表示为

Fpq = f pq +χpq (8)

式中 f pq为在齿面结点 p 施加单位载荷时 ,同一

接触线 q结点的柔量 ;χpq为在齿面结点 p 施加单

位载荷时 ,同一接触线 q结点由于轴变形附加的

柔量.

3　试验与计算结果对比

以某人字齿轮为例 ,其参数见表 1 .齿轮试验

台如图 3所示.试验前检查齿轮副的啮合涂色印

表 1　人字齿轮的参数

Table 1　Parameters of double helical gears

齿轮参数 主动轮　　从动轮

齿数 z 31　　　　102

法面模数 mn / mm 4. 5

压力角αn / (°) 20

螺旋角β/ (°) 28. 34

齿宽 B/ mm 90×2　　　90×2

旋向 右左旋　　左右旋

退刀槽宽度 W / mm 70

大轮扭矩/ (N·m) 2 000

痕 ,与理论计算得到的齿面轻载印痕基本一致 (如

图 4所示) .研制开发了一套高精度圆光栅齿轮传

动误差测试的软硬件系统 ,系统的分辨率可达到

0. 1″.利用该测量分析系统对传动误差进行测量

分析 ,通过数据采集、频谱分析和滤波处理 ,最终

得到齿频传动误差曲线 ,与理论计算得到的承载

传动误差进行对比验证 (图 5) .

图 3　试验装置

Fig. 3　Experimental equipment

图 4　人字齿轮齿面印痕

Fig. 4　Path of surface contact of double helical gears

从图 5和表 2中可以看出 : ①计算幅值与试

验幅值基本相符 ;②计算值与试验值都很小 ,不大

于 1″,原因在于人字齿轮副的重合度很大 ,因而

啮合刚度很大 ,并且啮合刚度的波动幅度很小 ;

③试验值略大于计算值 ,这是因为试验传动误差

是由齿轮变形和齿面误差两部分构成 ,计算值仅

考虑了轮齿变形部分.当齿面误差在 0. 1μs量级

时 ,足以产生上述差别.
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图 5　人字齿轮的传动误差

Fig. 5　Loaded transmission error of double

helical gears

表 2　承载传动误差的检测幅值与理论幅值

Table 2　Transmission error amplitude of experiment

and calculation

扭矩/ (N·m)
传动误差幅值/ (″)

试验 计算

2 000 0. 655 402 0. 640 9

4　结　论

1) 通过对人字齿轮和斜齿轮加载位移对比 ,

结果表明可以分别计算左右端斜齿轮副的齿面柔

度矩阵来组成人字齿轮副的齿面柔度矩阵 ,极大

地减少了计算工作量.

2) 通过有限元法计算得到轴变形产生的附

加柔度矩阵 ,将其与齿面离散点法向柔度矩阵叠

加获得人字齿轮系统的齿面法向柔度矩阵.

3) 在考虑齿面间隙、轮齿变形和支撑变形等

多种因素影响的基础上 ,将有限元、柔度矩阵、数

学规划和齿轮 (一般为小轮)的轴向移动结合在一

起 ,计算得到人字齿轮副的承载啮合过程.

通过对齿面的轻载印痕和承载传动误差的比

较 ,验证了所提出的人字齿轮承载接触分析方法

的正确性.
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